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Magnitudes y medida. Areas y
volumenes. Estimacion en medida

El sentido de la medida en Secundaria a

través de la resolucion de problemas
Pablo Beltran-Pellicer
Universidad de Zaragoza, @pbeltranp (Twitter/X, I1G), www.tierradenumeros.com
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res palabras que
relaciones con la
medida

¢Por qué medir en
matematicas?



Contenidos del curso

* Aprender los elementos didacticos para articular el sentido de la medida a
lo largo de la etapa de Educacion Secundaria y su conexion con etapas
anteriores.

* Aprender a disefiar y/o gestionar situaciones de aprendizaje sobre medida
y estimacion de areas y volumenes.

* Conocer materiales manipulativos y aprender a emplearlos en situaciones
de aprendizaje que dan significado a la representacion fraccionaria y
decimal del numero racional.

* Conocer los fundamentos de la didactica del numero racional. En
particular, su conexion con la idea de magnitud y la medida.

* Apreciar las conexiones entre el sentido de la medida, el espacial y el
numeérico.



Contenidos

" Elementos de disefio de situaciones de aprendizaje sobre magnitudes
vy medida.

= Uso de materiales manipulativos.
" Tareas ricas sobre medida de areas y volumenes.

" Estimacion en medida y su conexion con los procesos de calculo de
areas y volumenes.
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Las situaciones de cambio de unidades forman parte del sentido de |la
medida e implican el uso del pensamiento proporcional. Se evitara el
empleo de tecnicas como «la escalera de cambio de unidades» que
llevan al uso de reglas mnemotécnicas vacias de significado como
«subir, dividir; y bajar, multiplicar». Chamorro y Be%monte (1991) se
hacen eco de las consecuencias que trae la automatizacion sin tener
garantizada la comprension.

Si estas situaciones de cambio se reducen a la multiplicacion y la
division por un uno seguido de un numero de ceros a determinar,
trucos como el de |la escalera afaden una capa de misterio innecesaria
acerca de por qué se divide o por qué se multiplica. Ademas, gran
parte del alumnado no sabe realmente si ha de contar el peldano de
salida y/o el de llegada, o ninguno. A esto habria que afadir la
dificultad de manejar magnitudes lineales de dos o tres dimensiones
(area, volumen). Otra técnica vacia de significado es la que se muestra
en la derecha de la figura. ¢éY si las conversiones no parten de la
unidad? Si en la recta el espacio entre m y dam representa 10, épor
qué el espacio entre m y hm es 100 y no 20? Cuando el alumnado
tenga dificultades conviene recuperar tareas de equivalencia con
material manipulativo que facilite poner en juego razonamiento
proporcional. Si cada unidad de estas equivale a éi de las otras, écomo
puedo saber cuantas necesito para medir el drea de esta superficie?
Una vez comprendidas estas situaciones, enlazar con el sistema
métrico decimal es sencillo.

Curriculo aragonés de Matemdticas de Educacion Primaria (LOMLOE)

km

hm

dam

m

dm

cm

mm
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iQueé es ver el curriculo?

Ta eres el protagonista

2% N de esta historia, eli
vwv‘ ,elige entre
W 30 soluciones distintas.

UN TEOREMA
CELEBRE

grrseanp Dos opciones:

a) a2+b?=c?

b) Calcula el area de
este cuadrado.

https://www.researchgate.net/publication/358738277 El teorema de Pitagoras a tra
ves de la resolucion de problemas



https://www.researchgate.net/publication/358738277_El_teorema_de_Pitagoras_a_traves_de_la_resolucion_de_problemas
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Conexiones Intra

¢ Cuantos cuadrados se pueden dibujar aqui?



Conexiones intra (version juego)

Player 1
@ @ o [ o o @

(Human)

is placing
Py ° PY A °® ° ° blue triangles
[ @ A @ ) @ )

Player 2

(Computer)

@ @ [ . o o o y 2

is placing

pink squares

) A O @ O & @ -

o [ [ ) O [ @ e Player 2 wins

) ) @ ® @ ) ®
[ Game report]

https://nrich.maths.org/squareit



https://nrich.maths.org/squareit

Primera tarea (razon de ser)

Esto es un cuadrado de tipo (3,5). El primer niumero es el desplazamiento en
horizontal que hacemos desde un punto fijo. El segundo, el desplazamiento en
vertical. Y asi tenemos un lado del cuadrado. Encuentra el area de este cuadrado y

explica como lo has hecho.




Posibles tareas previas

Secuencia en la que al final se llega al teorema de Pick, que es lo de menos, pero empieza pidiendo
calcular las areas de estas figuras de diferentes maneras.




Posibles tareas previas

Secuencia en la que al final se llega al teorema de Pick, que es lo de menos, pero empieza pidiendo
calcular las areas de estas figuras de diferentes maneras.
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Volvamos a nuestro cuadrado (3,5)

La forma mas habitual de enfrentarse fue inscribirlo en otro mas grande de area conocida
y restar los sobrantes, que son faciles de obtener.




Volvamos a nuestro cuadrado (3,5)

Hay pequeias variantes, como esta. En clase hemos de estar atentos y procurar discutir
todas. ¢ Qué observas? éCual es mas facil en este caso? éSe te ocurre otra forma?







Hacia la generalizacion

Vamos a asegurarnos de que sabemos dibujar estos cuadrados inclinados y calcular el area.
Hagamos el (3,7) y el (2,3)

Cuadrado (3,7) Cuadrado (2,3)

"""""""""""""""""

"""""""""""""

000000000

""""""""""""

0000000




Hacia la generalizacion

Vamos a asegurarnos de que sabemos dibujar estos cuadrados inclinados y calcular el area.
Hagamos el (3,7) y el (2,3)




Sucesion de cuadrados (a,b)

Dibujar una secuencia de cuadrados en la que el valor de b es siempre 1
y el valor de a va cambiando de una en una unidad.




El cuadrado (3,b)

Dibujar a mano alzada un cuadrado (3,b) y calcular su area.




Secuencia de cuadrados (a,b)

Dibujar una secuencia de cuadrados en la que el valor de b es siempre 1
y el valor de a va cambiando de una en una unidad.

« + +« « =« « « « =« 3)éPuedesencontrar el area de cada uno?

» + « « « « « « « Db)Puedes encontrar un método para encontrar
« « « « =« « « =« =« e|lareadecualquiera?

«+ +« « « « « « « « c)Calcula el area de los primeros 6 cuadrados

« « « « « « « « « obtenidos con el mismo método.

« « « « « « « « « d)éQué observas en esta sucesion de numeros
-« + « « =« « « - « (querepresentan las areas de estos cuadrados?




Secuencia de cuadrados (a,b)

Estos estan dibujados al revés, pero las areas son las mismas:




Secuencia de cuadrados (a,b)

0

2

3

4

COMENTARIOS

16

10

17

13

20

Preguntas que acompanan a la tabla y que luego se ponen en comun:
a) ¢ Puedes construir la siguiente fila (la que tiene para la b el valor 5)?
b) ¢Y la fila correspondiente a b con valor 107

c) ¢Y ahora puedes escribir cual sera el area para un cuadrado (a,b)?



Compara las areas de la parte sombreada y
explica tu metodo




Compara las areas de la parte sombreada y
explica tu método

a) Si las dos areas analizadas son iguales,
entonces escribe las conclusiones que
se pueden observar.

b) Si ahora pensamos en que el lado del
cuadrado gris de la izquierda mide c,
indica cuanto es el area de ese
cuadrado y escribe de nuevo las
conclusiones del apartado anterior.




Domingo Benito
@Dominbenito
No sabria codmo explicaros esto que ha pasado hoy en mi clase con los

de 6°.
#Matematicas #AulasparaPensar #Geometria

3:31 p. m. - 13 may. 2025 - 5.842 Visualizaciones






Ejemplo (autoevaluacion)




Ejemplo (autoevaluacion)




Situaciones didacticas de medida



A N

Medida... esto empieza antes

Situaciones de identificacion de la magnitud. Conservacion.
Situaciones de comparacion directa de cantidades de magnitud sin objetos intermedios.
Situaciones de comparacion cantidades de magnitud con objetos intermedios.
Situaciones de ordenacion cantidades de magnitud

Situaciones de medida con unidades antropomeétricas o arbitrarias: de calculo y de
construccion.

Situaciones de medida con unidades del Sistema Métrico Decimal: de calculo y de
construccion.

Situaciones en las que resulta necesario utilizar las equivalencias de los sistemas de
medida. Cambios de unidades.

Situaciones para determinar el grado de precision de |la medida. Situaciones de
estimacion.

Chamorro y Belmonte (1988). Ejemplos de actividades desarrollados en https://tierradenumeros.com/post/hilo-
secuencia-medida/
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https://tierradenumeros.com/post/hilo-secuencia-medida/
https://tierradenumeros.com/post/hilo-secuencia-medida/
https://tierradenumeros.com/post/hilo-secuencia-medida/
https://tierradenumeros.com/post/hilo-secuencia-medida/

Una situacion clasica

Deseamos sacar la mesa del maestro/a fuera del aula,
écabe por |la puerta sin tener que desmontarla?

* Situaciones de comparacion cantidades de magnitud con objetos
intermedios.

* Dependiendo de las dimensiones de la mesa y de la anchura de |a
puerta se puede obtener una solucion u otra.

e Hay que utilizar un listdon o una cuerda lo suficientemente larga que sirva
como objeto intermedio entre la dimensiéon menor de la mesa y la anchura
de la puerta. Comparar la dimensién mas corta de la mesa con la anchura de
la puerta.

e Largo y corto (superlativos y comparativos). Ancho, largo, alto.
* No se utilizan instrumentos de medida.



Lo

¢ Cual es mas grande? {Como lo sabes?



Puzle de Brugner (tangram minimo)







Un ejemplo...

Ordena estos vasos de mayor a menor capacidad.




iSon sencillas las situaciones de
conservacion?



¢Qué pesa mas? é¢Un litro de leche
entera o un litro de leche
desnatada”?




Proof without words:
The area A of a triangle equals A minus one.
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paradoja.pdf



Un ejemplo de situacion de comparacion...

éCual de las siguientes regiones sombreadas tiene un area diferente de las otras?

https://nrich.maths.org/5667



https://nrich.maths.org/5667

Tareas de suelo bajo y techo alto: % rich
Cambiando areas, cambiando perimetros

Aqui tenemos 9 figuras... 1. Ubicalas en esta tabla teniendo en cuenta que:

« De izquierda a derecha, el area debe aumentar.
L L - « De arriba abajo, el perimetro debe aumentar.

Area

5 — -+

Las formas de la columna central tienen la misma area.
https://nrich.maths.org/problems/changing-areas-changing-perimeters

Las formas de la fila central tienen el mismo perimetro.

Perimeter
I
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Tareas de suelo bajo y techo alto:
Cambiando areas, cambiando perimetros

Un agricultor que tiene nueve fincas, y mucho tiempo libre (y por lo
visto, aficion por las matematicas), decide ordenarlas en la siguiente
rejilla para hacer un podster e impresionar a sus colegas.

L L
LEL
LE L

https://nrich.maths.org/problems/changing-areas-changing-perimeters l

Area

|
+

Perimeter
||
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Tareas de suelo bajo y techo alto:
Cambiando areas, cambiando perimetros

2. ¢Puedes hacer lo mismo con estas figuras?

A. Un rectangulo 2x8. Area
B. Un cuadrado 4x4.

C. Unrectangulo 1x15.
D. Un cuadrado 5x5.
E
F.
G
H
.

|
|
+

Un rectangulo 3x8.
Un rectangulo 2x7.
. Un rectangulo 1x16.
. Un rectangulo 3x6.
Un rectangulo 1x9.

Perimeter
I

https://nrich.maths.org/problems/changing-areas-changing-perimeters
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Tareas de suelo bajo y techo alto:
Cambiando areas, cambiando perimetros

3. éPodrias extender la disposicion de
los rectangulos que acabas de hacer a
una como esta, anadiendo cuatro
nuevos rectangulos? En caso de que
alguno no sea posible, explica por qué.
Recuerda que debe seguir
cumpliéndose la condicidn sobre areas
y perimetros.

https://nrich.maths.org/problems/changing-areas-changing-perimeters
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Krystof from Uhelny Trh, Prague, filled in one of the squares of the extended grid:

1:’/? l,y., 3:1/6
7 1 9 % 1
N CAEACAF
4345 x4 | Ax
vV IV |V
34
o 8

It's possible to fill in the box on the left too. | wonder if you can think of a way, and convince yourself that it's
impossible to fill in the top and right boxes.



Tareas de suelo bajo y techo alto:
Cambiando areas, cambiando perimetros

4. i Podrias elegir 12 rectangulos
de modo que encajaran aqui si el
central es un rectangulo 1x57?

https://nrich.maths.org/problems/changing-areas-changing-perimeters
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Changing areas, changing perimeters

Area

Perimeter
T

LEL
LB L

Age: 11to 14
@ Working systematically
Challenge level: W @ Conjecturing and generalising
Secondary
GEOMETRY

Pernmeter, Area and Volume

https://nrich.maths.org/problems/changing-areas-changing-perimeters
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Q Lola Morales @lolamenting - 10 nov. (4 ooe

»

Este fin de semana, en el congreso de educacién matematica organizado
por la @socylemsoria, @pbeltranp ha hablado de una estupenda actividad
de Nrich: Misma area, mismo perimetro. La he editado y traducido aqui, por
si le sirve a alguien: drive.google.com/file/d/1muwcDi...

Cer

Qa t139 9 112 ihi 6 mil i

https://drive.google.com/fi
le/d/1muwcDicmu3bbaqO
pa7KSxPcW5wzn6ES8/view

iOjo! Leer sobre el porqué de la actividad,
soluciones de los estudiantes y cOmo
gestionar la actividad en nrich

https://nrich.maths.org/problems/chan
ging-areas-changing-perimeters
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Foto gentileza de Gregorio Morales




Medida de areas



The Secret to All Areas

(Except Area 51, which | Am Not Authorized to Divulge)

MATH

ILLUMINATING THE IDEAS THAT
SHAPE OUR REALITY

’ st

BEN ORLIN

https://mathwithbaddrawings.com/2015/03/11/the-secret-to-all-areas/
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* |dealmente, con tijeras,
pero hoy nos permitimos

dibujar.

e Archivo 02- areas.docx
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https://padlet.com/pbeltran29/po

l-eonos-equivalentes-

rnasadmj7ufufkdl

ijgonos equivalentes

POLIGONOS EQUIVALENTES
Practica Didactica de la geometria
Area de Didéactica de la matematica, Universidad de Zaragoza

Dos poligonos son equivalentes si tienen el mismo area.

1.- a) Construye un rectangulo equivalente al siguiente paralelogramo; es decir,
descomponlo en una serie de piezas que te permitan construir un rectangulo:

b) A partir de la descomposicion que has realizado en el apartado a) escribe y justifica
como calcularias el area un paralelogramo cualquiera.


https://padlet.com/pbeltran29/pol-gonos-equivalentes-rnasadmj7ufufkd1
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Construye un rectangulo equivalente
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Combining these two formulas, we even get a cool result:

PTOO“: A Is ﬁ-_ times 'var then S

(And you don’t need to phone Pythagoras for help with the proof.)



Volumenes



Volumenes




Volumenes

Ordena las siguientes figuras de menor a mayor volumen:

* Cilindro de altura hyradior

* Prisma cuadrangular recto de altura hy lado 2r

* Prisma cuadrangular oblicuo de altura h y lado 2r

https://www.geogebra.org/m/gagwefay


https://www.geogebra.org/m/qaqwefay

Vo

umenes: principio de Cavalieri

Si dos cuerpos tridimensionales estan comprendidos entre dos planos paralelos,
si cada plano paralelo a estos dos planos interseca ambas regiones en secciones
transversales de igual area, entonces las dos regiones tienen volumenes iguales.

https://www.geogebra.org/m/gagwefay

https://www.gi2.pt/galerias/principio-de-cavalieri-3d/
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Volumenes

https://www.geogebra.org/m/jn2uacpf
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construcciones con NERY
compas




Hay que conseguir que la puerta de la clase de al
lado esté igual de abierta que la nuestra
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Hay que conseguir que la puerta de la clase de al
lado esté igual de abierta que la ventana









Hay que conseguir que la puerta de la clase de al lado
esté igual de abierta que la ventana, utilizando como
material una cuerda y un lapiz o similar
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Estimacion



culo vs estimacion en medida

Estimacion en ca

Contenido comun a infantil, primaria y secundaria. éEn
gué consiste?
1. Valorar una cantidad o el resultado de una operacion
aritmética.

2. Elsujeto que hace la valoracion tiene alguna informacion,
referencia o experiencia sobre la situacion que debe
enjuiciar.

La valoracion se realiza por lo general de forma mental.

4. Se hace con rapidez y empleando numeros lo mas sencillos
posibles.

5. El valor asignado no es exacto, pero si adecuado para tomar
decisiones.

6. Se admiten distintas aproximaciones al valor dependiendo
de quién realice la valoracidon. (Segovia, Castro, Rico y
Castro, 1989).

 Relacionada con el desarrollo del sentido numérico,
numeracy, competencia matematica,...

w




Tipos de situaciones

Objeto presente

Objeto ausente

Unidad presente

Qué parte de mi cuerpo
mide unos 2 palmos

Qué objeto puede tener 3
palmos de altura

Unidad ausente

Qué parte de mi cuerpo
mide unos 15 cm

Qué objeto puede medir 30 m
de altura




Una de estimacion

Fuente: Great Estimations
(Bruce Goldstone)




Estimisterios

Steve Wyborney L e BN

httpS://SteVEWVbOrney.C Bl Asftheclt:_esatppear,uset:'he
om/2019/09/51-esti- 0

possibilities to a smaller set. After

myste ries / | | each clue, use estimation again to

determine which of the remaining
answers is the most reasonable.

Write down your first estimate.
After each clue, you’ll see if your
estimate is still a possibility. After
each clue, if it is no longer possible
write down a new estimate — and
be prepared to explain why you
chose it.

Steve Wyhormey
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Cyberchase (Sheppard, 2002-¢actualidad?)

Serie de dibujos animados ganadora de trece premios Emmy

| think this has got to be the first time that the Emmy has gone to a show whose story
lines revolve around things like fractions and multiplication and geometry!
(https://www.businesswire.com)

Jackie




Cyberchase 1x04: Un dia nevado para ser exacto

= Solaria es un soleado destino de vacaciones que recibe su calor de la esfera solar.
Hacker roba la esfera solar.

= Solaria se convierte en lugar gélido, condenado a permanecer asi para siempre si no
se devuelve la esfera solar a su sitio

" Los protagonistas utilizaran técnicas y estrategias de estimacion para salvar Solaria.

https://www.researchgate.net/publication/332523720 Algunas tareas

de estimacion en series de dibujos animados



https://www.researchgate.net/publication/332523720_Algunas_tareas_de_estimacion_en_series_de_dibujos_animados
https://www.researchgate.net/publication/332523720_Algunas_tareas_de_estimacion_en_series_de_dibujos_animados

Visionado de los fragmentos

= Caramelos 1
= Telesilla

= Barriles

= Focas

= Basket

= Caramelos 2



https://www.youtube.com/watch?v=oyDHfN4t3cg
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Dos grupos de Telegram ... Nimeros racionales

De la aritmética al algebra Comunidad internivelar de docentes
interesados en una aproximacion didactica
al numero racional desde la resoluciéon de
problemas y atendiendo a sus diferentes
significados, privilegiando el trabajo con
magnitudes y la medida.

Comunidad de docentes interesados en
el enfoque didactico de introduccidn
escolar del nUmero entero en un
entorno algebraico (tesis de Eva Cid).

OE240 [=]
[=] [=]

https://t.me/+cvKQXoyDrfAwZjdk https://t.me/+BBaYfOFZZIszYTc8



https://t.me/+cvKQXoyDrfAwZjdk
https://t.me/+BBaYf0FZZlszYTc8

iOtro!

Domingo Benito
@Dominbenito

No sabria como explicaros esto que ha pasado hoy en mi clase con los
de 6°.
#Matematicas #AulasparaPensar #Geometria

3:31 p. m. - 13 may. 2025 - 5.842 Visualizaciones

=

AULAS PARA
PENSAR

IAIEMI[QS

orae

@3‘.13. N

@AULASPARAPENSAR

https://t.me/AulasParaPensar



https://t.me/AulasParaPensar

Por supuesto... -?_

Educacion y divulgacion matematica en @ . C

Aragon ‘._.. oL .'!
Grupo participativo 9 F'J

para cualquier

persona interesada ?‘
en la ensenanza,

aprendizaje y @EDUCACIONMATE
divulgacion de las . MATICAARAGON |

matematicas en
Aragon.

https://t.me/EducacionMatematicaAragon
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Y un podcast

y geoplanos |

o{) Escucha el Podcast
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' MATEMATICA

Magnitudes y medida. Areas y
volumenes. Estimacion en medida

El sentido de la medida en Secundaria a

través de la resolucion de problemas
Pablo Beltran-Pellicer
Universidad de Zaragoza, @pbeltranp (Twitter/X, I1G), www.tierradenumeros.com



http://www.tierradenumeros.com/

